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Изучаются особенности строения территориальных (экономико-географических) систем реги-
онов и федеральных округов Российской Федерации в вертикальном (иерархия) и горизон-
тальном (гетерархия) отношении методами математического моделирования. Используется 
многоуровневая билинейная индикативная функция, связывающая индикаторы социально-эко-
номического развития с учетом особенностей (нормативных показателей) экономико-геогра-
фической среды регионов и их территориальной иерархии на примере зависимости ежегодных 
внутренних инвестиций от объемов промышленного и сельскохозяйственного производства 
регионов по данным 1999–2018 гг. Рассчитанные значения показателей акселерации инвести-
ций варьируют по временному и пространственным параметрам и отражают изменчивость 
экономико-географической среды на различных уровнях иерархии. В форме последователь-
ности регрессионных уравнений статистически описывается вертикальная иерархия обще-
российской экономической системы: линейные региональные тренды объединяются в группы 
(конгруэнции) со сходными нормами социально-экономической среды (федеральные округа) 
и выделяется общероссийская директивная поверхность (директриса), демонстрирующая раз-
нообразие уровней и направлений развития регионов. В показателях связи внутренних ин-
вестиций и объемов производства это отражает иерархию экономической системы России  
на региональном, окружном и федеральном уровнях, территориально образующую гетерархи-
ческую сеть подобия потенциалов экономического роста.
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Введение и постановка задачи. Важная 
особенность географических и иных про-
странственных систем – наличие иерархи-
ческой структуры, выраженной во вложении 
одной составляющей в другую большего 
размера, ранга, порядка или уровня. Это по-
казано по результатам районирования, ти-
пизации, классификации и моделирования 
геосистем. Иерархия как глобальное явление  
и общенаучное понятие [17; 31] исследуется 
с качественных и количественных позиций  
с использованием математических аналити-
ческих и статистических методов [30; 32] 
средствами, отражающими в формулах много- 
уровневое строение реальности.

Особенности многоуровневых систем 
проявляются в иерархических структурах 
управления [9]. Э.М. Хакимов приводит 11 
определений понятия иерархии, основанных 
на разных аспектах выражения его содер-
жания [17]. Вертикальной иерархии систем 
противопоставляется неиерархическая го-
ризонтальная сетевая организация (гетерар-
хия), базирующаяся на идее координации 
связей. Основной задачей изучения иерар-
хий является формализация отношений меж-
ду различными уровнями, которая давно ста-
вится и решается [6], но до сих пор остается 
открытой [1; 6] в силу наличия в иерархии 
формально не выводимых друг из друга про-
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тивоположных свойств [16]. Это проявляется 
в отличии одно- и разноуровневых класси-
фикаций или в иерархии экономико-геогра-
фических районов. Общенаучный статус ие-
рархического подхода позволяет утверждать, 
что иерархия и дополняющая ее гетерар-
хия – сквозные надсистемные качества [22].  
Для их понимания необходимо сформиро-
вать и применять метатеоретические и поли-
системные знания [20].

Данное исследование посвящено из-
ложению результатов применения матема-
тических методов моделирования много-
уровневой иерархии и сетевой гетерархии  
в экономико-географических системах, фор-
мирующихся и развивающихся в различной 
географической среде для выявления регио-
нального различия и сходства. Системы опи-
сываются в виде системообразующих функ-
ций различного уровня, формальное выраже-
ние которых заранее неизвестно.

Обзор ранее выполненных исследо-
ваний. Иерархия понимается как много-
слойная, многоуровневая полисистема. Вы-
деляются три системных интерпретации 
иерархических моделей [6]: 1) по уровням 
абстракции (агрегирования) моделей (стра-
там); 2) по уровням сложности (детальности) 
решаемой проблемы (слоям); 3) по уровням 
приоритета действия (эшелонам управления 
в организационной иерархии). В географии 
первая позиция выражается в агрегирова-
нии данных в разные функции оценки ме-
стоположений с созданием оценочных карт 
нескольких масштабных уровней. Вторая 
соответствует естественной иерархии гео-
систем от локального уровня до глобальных 
структур, отражающих, например, зональ-
ные особенности и их влияние на развитие 
территории. Согласно третьей позиции это 
развитие регулируется вышестоящими уров-
нями геосистем. В этом смысле вышераспо-
ложенный уровень иерархии по отношению 
к нижележащей геосистеме традиционно 
рассматривается как географическая, куль-
турно-историческая или управленческая 
среда, формирующая специализацию регио-
нальных и локальных процессов и явлений. 
В разных вариантах иерархии воздействие 
осуществляется снизу-вверх (организация, 
агрегирование, генерализация) или сверху-
вниз (регулирование, управление, субор-
динация). Элементы вышестоящего уровня 
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являются «точками сборки» – свертки или 
развертки – структуры нижележащего уров-
ня. Это проявляется в традиционной дихото-
мии знания в микро- и макроэкономике [15].  
Иерархия и гетерархия также демонстриру-
ются в теории центральных мест, моделях 
«центр-периферия», гравитационных и кла-
стерных моделях, распределениях Зипфа, где 
описывается концентрация населения или 
финансов в центрах влияния, распределяю-
щегося на соседние уровни [21; 25].

Примером гетерархической сети служат 
территориально-экономические кластеры – 
сконцентрированные на территории группы 
взаимосвязанных организаций, дополняю-
щих и усиливающих развитие отдельных 
компаний и кластера в целом [26]. В послед-
ние десятилетия в изменяющейся экономи-
ческой среде классическая иерархия эволю-
ционирует в гибкие, децентрализованные, 
сетевидные структуры [28; 33] типа класте-
ров, жизненный цикл которых можно анали-
зировать как мезотраекторию в многомерном 
пространстве состояний [34].

Выделение экономических уровней ба-
зируется на разных способах описания со-
циального поведения [27], например, такая 
иерархия представлена в виде пирамид 
(Маслоу) или логических уровней Дилт-
са [4]. Имеющийся опыт моделирования 
естественной динамики и использования 
природных ресурсов также показывает, что 
на различных уровнях иерархии моделей 
необходимо использовать свои показатели 
состояния и коэффициенты их взаимодей-
ствия, агрегирующие показатели нижележа-
щего уровня [18].

Создание иерархической системы моде-
лей требует адекватного описания взаимо-
действия моделей разного уровня. Главной 
целью построения экономических моделей 
является повышение конкурентоспособ-
ности и эффективности всех звеньев наци-
онального хозяйства. Например, для этого 
используются уравнения баланса В.В. Леон-
тьева, а территориальные связи описываются 
уравнениями межрегиональных потоков [2]. 
Они дополняются многоуровневой систе-
мой моделей динамики природных ресурсов 
[3]. Модели взаимосвязи разноуровневых 
показателей состояния систем и их среды 
представлены в методах анализа иерархий 
(МАИ) и сетей (МАС) [10], где МАИ – ин-
струмент системного подхода для выбора 
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лучшей альтернативы действия, а МАС счи-
тается более общей формой МАИ и структу-
рирует проблему не в иерархию цели, крите-
риев и альтернатив, а в гетерархическую сеть 
взаимных связей компонентов структуры  
с дальнейшим их попарным сравнением для 
измерения весов компонентов, ранжирова-
ния альтернатив при решении проблем [11].

Принципы иерархического и гетерархи-
ческого порядка и связности отображаются 
в моделях ранговых распределений элемен-
тов систем по их встречаемости или значи-
мости, например, с помощью степенного 
распределения Зипфа описывается упоря-
доченность городов по численности насе-
ления [25]. Ранговые распределения моде-
лируются степенным уравнением Парето, 
в частности, отражающим фрактальное 
строение [29]. Для иерархической класси-
фикации объектов привлекаются также ме-
тоды многомерной статистики, в частности, 
кластерного [35], корреляционного анализа, 
метода главных компонент.

Для понимания сущности иерархиче-
ских и гетерархических структур использу-
ется их качественное представление в виде 
схем-графов и количественное описание 
алгебраическими, дифференциальными  
и конечно-разностными, в основном линей-
ными, уравнениями, позволяющими про-
водить математический анализ и осущест-
влять расчеты [1; 12; 14]. Новые возмож-
ности для моделирования сетевых структур 
дает расслоение орграфов, что используется 
для описания социальных групп, порожда-
емых общественной стратификацией, когда 
порядок слоев устанавливает значимость 
групп в организационной системе [13]. 

Приведенные примеры показывают, что  
с формальной точки зрения иерархические 
и гетерархические сетевые модели суще-
ственно не отличаются, и в обоих случаях 
могут быть использованы сходные форма-
лизмы для описания вертикальных и гори-
зонтальных связей объектов [22].

Модели и методы исследования. Иерар-
хию будем рассматривать как последователь-
ность вложенных друг в друга по гнездовому  
принципу структур S

j
   S

i
 (ряды подмно-

жеств, подсистем), которые линейно упоря-
дочены так, что отношение порядка Sj < S

i
 

предполагает определенное доминирование 
S
i
 над S

j
, например, когда отдельный район 

территориально включен в область и под-
чиняется ее государственно-администра-
тивным условиям существования (рис. 1). 
Логически это означает что свойства S

j
 де-

дуктивно следуют из свойств Si (Si    Sj ), а каче-
ства S

i
 индуктивно определяются (агрегиру-

ются) свойствами всех S
j
   Si . В общем случае  

в иерархических схемах (графах) реализуют-
ся различные варианты линейного порядка 
сверху вниз и снизу вверх (см. рис. 1).

Различаются простые линейные (рис. 1а) 
и сложные разветвленные иерархии (рис. 1б) 
и гетерархии (рис. 1в), где соответственно 
существуют одно- и разнонаправленные вли-
яния. Прямое воздействие сверху вниз опре-
деляет эволюционную, территориальную, 
типологическую и иные процедуры диффе-
ренциации, обратное влияние снизу вверх – 
интеграцию процессов, явлений и поня-
тий. Сетевые гетерархические структуры 
(рис. 1в) имеют один или несколько центров 
(S) пространственной организации, вокруг 

Рис. 1. Простая (а) и сложная разветвленная (б) схема-граф иерархической 
и гетерархической (в) организации (пояснения в тексте)

j S⊂

j S⊂

)( i SS ⇒
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которого радиально и кругами формируют-
ся связанные с ним и между собой элементы 
ядра (S

i
) и периферии (S

ij
, S

k
). В гетерархия 

выделяется архетип – план строения, осо-
бенности которого идеально отражаются в 
математической модели, объясняющей при-
роду иерархии [21; 22]. Архетип – модель 
центрального типа, например, в географии – 
кольцевая модель изолированного государ-
ства И.Г. фон Тюнена или ячейки сетевой 
модели центральных мест В. Кристаллера.

Каждый уровень иерархии характеризу-
ется набором нескольких системных функ-
ций F(x) и переменных x = {xi  }, z = {zj  }, u = 
{uk   }, упорядоченных в цепочку причинных 
зависимостей снизу вверх  u     z(u)     x(z)       
    F(x) суперпозицией функций F [x(z(u))],  
последовательно свертывающих детальную 
информацию u в интегральную F (см. рис. 1). 
Эти переменные непрерывно параметризу-
ются пространственными координатами ме-
стоположения ξ и временем t: F[x( ξ, t)]. Каж-
дая характеристика – это отдельная величина 
или набор-вектор переменных вида x = { xi } .

Для математико-статистического анализа 

 желательно, чтобы агрегирующая, метро-
логическая функция вида F(x), x = { xi }, 
i = 1, 2, ..., n была и проста, и универсаль-
на, а также являлась гладкой, многократно 
дифференцируемой по каждому аргументу,  
в частности, раскрывалась с помощью свя-
занных универсальных формул полного 
дифференциала (1), касательного преобразо-
вания Лежандра (2) и ряда Тейлора (3): 

Выражение f  (y) = T
x
F(x) = a · x, равное 

сумме произведений a
i
x
i
, есть скалярное про-

изведение вектора x = { xi } на ковектор a = 
{ ai }. Величины y = { yi }, y

i
 = x0i смещены 

относительно x
0i
 (исходных показателей эле-

ментов иерархии вышележащего уровня) и 
являются значениями локальных координат 
с началом в точке x

0
 = {x

0i
}. Величина y

i
 = 

x
i
 – x

0i
 и ее влияние на f(y) зависит от характе-

ристики верхнего уровня x0i   ,увеличение дав-
ления которой снижает значение y

i
.

Коэффициенты a
i
  – это частные про-

изводные, коэффициенты чувствительно-
сти, факторные нагрузки, определяющие 
по выражению (2) величину изменения 
функции dF(x) при изменении только 
аргумента dx

i
. Переменные a обеспечи-

вают связи между уровнями, например, 
в системах иерархического управления 
значение a

i
 оценивает увеличение пре-

дельной нагрузки на местное руковод-
ство при введении в территориальную 
структуру и организацию нового поселе-
ния. Развитие гетерархической системы 
F(x) предполагает, что, получая что-то от 
территории, каждое поселение должно  
отдавать нечто взамен (ai  > 0). В итоге 
организационная система через функции 
F(x) и F*(a) раскрывает возможности про-
явления инновационной деятельности. 

Величины a = { ai } и x = { xi } являются 
двойственными переменными. Допускаются 
прямые и обратные преобразования F(x) ↔ 

F*(a), когда по организационной функции 
F*(a) можно судить о свойствах системной 
функции F(x). Следовательно, функции, 
связывающие уровни иерархии, существу-
ют в двух видах: как функции системы F(x)  
и функции организации F*(a).

Формула (3) – аналитическое представ-
ление функции F(x) нескольких действи-
тельных переменных x = { xi } рядом Тейлора  
в окрестности точки x

0
 = {x

0i
}, где F(x) = 

F(x
0
).Функция отклонений f  (y) = F(x) – F(x

0
) 

здесь тождественна G(x). Это многочлен, 
коэффициенты которого пропорциональны 
значению производных разного порядка  
в точке x

0
. Функция G(x) обладает линейной 

иерархией F(x) = F(x
0
) + G(x), где каждое по-

следующее слагаемое G
r
(x) уточняет функ-

цию G(x). Верхний уровень этой иерархии  
r = 1 соответствует линейной функции,  
содержащей основную информацию об  
изменчивости: 

Черкашин А.К., Мядзелец А.в. 

 (1), 

 (2) 

(3) 

)()()( zzu →→→ )()()( zzu →→→ )()()( zzu →→→
)()()( zzu →→→

(4) 
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В уравнении f  (y) = a · y, линейном, отно-
сительно каждого набора переменных a и y, 
принимается во внимание, что y = x – x

0
 , где 

переменными величинами в общем случае 
являются и x = { xi } и x

0
 = {x

0i
}.

Обычно зависимость (5) рассматривают 
как линейную аппроксимацию наблюдаемых 
взаимосвязей F(x) с определенной точностью 
– статистической ошибкой ε приближения: 
F(x) = F(x

0
) + f (y) + ε. Гипотеза линеариза-

ции предполагает, что в некоторых диапа-
зонах значений переменных x (центра, ядра  
и достаточно широкой периферии) их влия-
ние на F(x) достоверно остается линейной, 
что облегчает аналитическое исследование, 
информационное обеспечение и статисти-
ческий анализ явления, использование для 
выявления оптимальных решений. Обычно 
предлагаются линейные системы уравнений 
F(x) = b + a · x вида (5) с постоянными коэф-
фициентами a = { ai } и b. Для определения 
значений коэффициентов данные обрабаты-
ваются методами многомерной статисти-
ки с применением регрессионных и иных 
подходов. Линеаризация связей осущест-
вляется не только за счет аппроксимации,  
но и другими способами, например, лога-
рифмированием.

Вместе с тем, если, как в формуле (1), 
считать a = { ai } переменными величинами, 
то уравнения вида f  (y) = a · y являются били-
нейными, т.е. линейными и по набору пере-
менных y = x – x

0
 , и по набору переменных 

a, соответствующих разным функциям f (y) = 
φ(y, a) = ψ(x, x

0
, a). Функция f  (y) = a · y пред-

ставляет собой пучок (конгруэнцию) линий, 
плоскостей или гиперплоскостей, где линии 
или плоскости поворотом вокруг начальной 
точки x

0
 = {x

0i
} переходят одна в другую, что 

указывает на наличие комплекса симметрич-
ных координационных взаимосвязей в систе-
ме. Один и тот же набор переменных x = { xi },  
но с разным положением центра верхне-
го уровня x

0
 = {x

0i
} дает разные результа-

ты  f  (y) в локальной системе координат  
y = { yi }. Для выделения положения цен-

тра статистически выявляются зависимости  
F(x) = b + a · x  для частных пространствен-
ных и временных интервалов с различными 
наборами коэффициентов a и b. Находится 
линейная зависимость b (a) = – a · x

0
 + b

0
  

с определением x
0
 и b0 = F(x0    ), откуда полу-

чаем уравнение f (y) = F(x) – F(x0    ) = a · (x 
– x0    ) = a · y, которое описывает пучок пло-
скостей с центром в точке x0   . В разных ва-
риантах наблюдения F(x) положение центра 
x
0
, характеризующее однородность условий 

наблюдения, сохраняется, что индицируется 
достоверностью связи коэффициентов b(a) = 
– a · x

0
 + b0   . Смена собственно положения x0   

указывает на изменение ситуации, трансфор-
мацию условий в пространстве или во време-
ни, что можно использовать в качестве кри-
терия для типизации и районирования объ-
ектов по оценочной функции F(x). Поскольку 
центрированная относительно x0   зависимость 
f (y) = a · y одинакова в разных условиях, ее 
наличие указывает на подобие функциональ-
ных связей разных районов или отраслей, что 
говорит о комплексности пространственных 
связей и доказывает существование террито-
риальной организации [19].

Преимуществом формул (4) является со-
хранение билинейности в суперпозиции свя-
зей в иерархических структурах. Действи-
тельно, если  f (y) = a · y и y = b · z, то 

в силу

где f(y(z) = φ(z) = c · z – билинейное соот-
ношение. Такой вложенностью обладают 
различные связи вида F(x) = b + a · x, но 
конгруэнтные свойства зависимости f(y) = 
a · y характерны только для пучков связей 
(архетипов), т.е. при наличии общего цен-
тра x0  . Переход от функции общего вида F(x)  
к билинейной накладывает на математиче-
ские соотношения дополнительные ограни-
чения. Для уравнения (1) это предполагает, 
что формула полного дифференциала спра-
ведлива не только для дифференциалов dF 

и dx, но и конечных разностей – отклонений 
вида f(y) = F(x) – F(x0    ) и y = x – x

0
. Тогда 

(5)

, 
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в уравнении (2) функция Лежандра F*(a) 
= – a · x

0
 + F(x0    ) – это билинейная функция  

с экстремальным при a = 0 значением F(x) = 
F*(a) = F(x0 ) = F

0
. 

Эта позиция x0 верхнего уровня может 
закономерно перемещаться по поверхности 
F(x0 ) вместе с пучком линий f(y) = a · y, что 
порождает фрактальную структуру иерархи-
ческой организации (рис. 2), выраженную 
в самоподобии разномасштабных пучков 
(архетипов) различного положения. Кривая 
эволюции положения центра на F(x0    ) опи-
сывается функцией-директрисой на поверх-
ности, заданной многообразием связи F(x). 
Если придерживаться гипотезы сохранения 
билинейности на всех уровнях, директриса 
должна задаваться линией F(x0 ) = a0 · x0 + 
F*(a0 ) пучка линий, где F*(a0 ) = – a0 · x0I + 
F(x0I ), с координатами центра x0I = {x0Ii}, ко-
торый также лежит на линии вышестоящего 
по иерархии пучка с центром x0I = {x0Ii}и т.д. 
(см. рис. 2). Так формируется иерархическая 
последовательность экономико-географиче-
ских условий локального (A), регионального 
(B) и национального (С) и глобального (D) 
уровней. На рис. 2 также представлена ситу-
ация, когда локальная позиция A изначально 
рассматривается в разных средовых усло-
виях x0 и с индивидуальной чувствительно-
стью a = { ai } – показателем наклона линий  
или плоскостей. 

Билинейные функции f(y) = a · y – в об-
щем случае функции нелинейные. Они соот-

ветствуют дифференциальным уравнениям 
в частных производных первого порядка (5)

решения которых находятся с помощью вы-
числения первых интегралов [5; 23] с = {с

i
} 

и С = {с
ij
}: 

Для всех решений эти соотношения по-
стоянны. Общий вид решения – это одно-
родные функции, являющиеся в локальной 
системе координат y = {y

i
} метриками фак-

торного расстояния [24] вида

f(y) = y
i
Ф
i
(c,w),c

i
 = y

i
 / y

i
, y

i
 = 

 = f(y)Ф
i

-1(c,w),

где Ф
i
(c, w) – произвольная функция первых 

интегралов (7) и w = {w
i
} – неопределенных 

(местных) весовых коэффициентов. Нели-
нейная функция Ф

i
(c, w) связывает пропор-

циональной зависимостью характеристики y
i
 

системы нижележащего уровня с состоянием
f(y) системы верхнего yi = f(y) / Ф

i
. Били-

нейные уравнения могут применяться для 
математического и статистического анализа 
зависимостей разного типа, включая балан-
совые экономические соотношения, в моде-
лях динамики систем, при кардиналистской 

Рис. 2. Схема иерархической организации пространственной экономики 
(пояснения в тексте)

Черкашин А.К., Мядзелец А.в. 

(6),      

(7)
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оценке ресурсов и недвижимости, в теориях 
стоимости, полезности, производственных 
функций, функций синтеза приоритетов и 
т.д. Выбор оценочных функций F(x) и f(y)  
достаточно широк, но все они должны удов-
летворять универсальному уравнению (6). 
Ж. Фиоретти [28] для оценки устойчивости 
организационных форм работы фирм пред-
лагает использовать функцию Ляпунова f(y), 
зависящую от показателей y

i
 потери инфор-

мации и степени дублирования операций; 
при этом система находится в состоянии 
устойчивого равновесия в окрестности точки  
y = 0, если f(0) = 0, f(y) > 0 и fd(y) < 0  
в уравнении вида (6), что характерно, напри-
мер, для функции полезности в экономике.

Полученные результаты. Сравнитель-
ные исследование территориальной иерар-
хии выполняется на примере федеральных 
округов (ФО) Российской Федерации (РФ). 
Рассматривается зависимость индикативной 
функции F(x) (индиката) – величины ежегод-
ных валовых внутренних инвестиций (ВВИ) 
F(x) (млн руб.) (позиция A рис. 2) от величи-
ны индикаторов – объемов промышленного 
x1 (млн руб.) и сельскохозяйственного про-
изводства x1 (млн руб.) региона по данным 
государственного комитета статистики РФ за 
1999–2018 гг. Статистические расчеты про-
водятся по формуле (2) в частном виде

методом регрессионного анализа с определе-
нием для каждого региона коэффициентов a 
= {a1, a2} и F*(a). В данном случае величина 
a1  имеет смысл коэффициента акселерации 
(акселератора) – показателя, указывающего 
насколько каждый млн рублей приращенно-
го дохода в i-ой отрасли увеличивает ежегод-
ные ВВИ в экономику региона (предельные 
инвестиции по объемам производства). Аксе-
лератор a1 промышленного производства по 
регионам России в интервале 1999–2018 гг. 
территориально варьирует в пределах от 0,15 
до 1,33 с общей зависимостью F(x) = 0,265x1 
+ 9323 (коэффициент детерминации R2 = 0, 
90), т.е. на каждый млн рублей дополнитель-
ного дохода приходится 0,265 млн рублей 
прироста инвестиций.

Значения коэффициентов акселерации 
изменяются со временем по регионам. Для 

оценки текущих значений F*(a) и a = {a1, 
a2} уравнений (8) используется метод скольз-
ящей регрессии. Большие положительные 
значения F*(a) указывают на благоприятные 
внешние политико-экономические условия 
производства, наименьшие отрицательные 
– на кризисные ситуации, приходящиеся на 
проблемные 1999, 2008 и 2014 годы поли-
тических и финансово-экономических кри-
зисов (рис. 3). Региональные экономики по 
этому показателю по-разному реагируют на 
текущую обстановку. Существуют проектно-
плановые и внешние иностранные инвести-
ции в территориальное развитие, напрямую 
не связанные с объемами производства, что 
идентифицируется высокими значениями 
акселерации и даже смещением устойчивых 
характеристик экономико-географической 
(природно-хозяйственной) среды (ЭГС) F

0
 

и x
0
 региона. В последние годы прослежива-

ется общая тенденция роста изменчивости 
F*(a) – статистической функции Лежандра, 
показателя влияния скрытых внутренних ха-
рактеристик a и внешних x

0
 условий произ-

водства верхнего уровня иерархии x
0
 .

Чистые ВВИ f  (y) = a · y – это ВВИ F(x) 
за вычетом той части F

0
 = F(x0   ), которая 

идет на замену оборудования и сооруже-
ний: f  (y) = F(x ) – F(x0   ) – свободные инве-
стиции, что увеличивают запасы капитала 
предприятий и их производственные воз-
можности x = y + x0  . Здесь x

0
 и F

0
 

 
опре-

деляют ЭГС – природно-хозяйственную 
среду производства. Эти значения характе-
ризуют устойчивые нормы производства x

0
  

и инвестирования F
0
 региона. Хозяйствен-

ная среда F
0
 в основном определяется вели-

чиной амортизационных отчислений. Сюда 
же относятся транзакционные издержки. 
Величина F

0
  также связана с рисками хо-

зяйственной деятельности, зависящими от 
суровости природных условий и компен-
сирующего влияния инфраструктурной ос-
военности. На величину F

0
 благоприятно 

влияют внешние инвестиции, так как они 
повышают эффективность чистых ВВИ 
f  (y). Влияние теневой экономики учиты-
вается в показателях x

0
 и F(x0   ). Поскольку 

коэффициенты зависимости F(x ) = a · y + 
F
0
 статистически рассчитываются по ис-

ходным данным, выявленные по регионам 
значения x

0
 и F

0
 интегрально учитывают 

скрытые причины, устойчиво влияющие  
на хозяйственную среду региона.

(8)
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Для выявления региональных средовых 
значений F

0
 и x

0
 используются таблицы ста-

тистической зависимости F*(a), которая по 
всему временному интервалу аппроксими-
руется средствами регрессионного анализа 
уравнением F*(a) = – x01 a1 – x02 a2 + F0 , где – 
x01, – x02, F0 рассчитываются как коэффициен-
ты регрессии. Например, для Иркутской об-
ласти F*(a) = – 503483a1 – 33931a2 + 83481 
(R2 = 0,87) с координатами x01 = 503483, x02  = 
33931 на многообразии F(x0   ) ЭГС и со зна-
чением нормы ВВИ F(x0   ) = F

0
 = 83,48 млрд 

руб., характеризующей масштаб развития 
экономики области. Соответствующее уни-
версальное уравнение имеет вид 

f  (y) = a1 y1 + a2 y2  ,

где f  (y) = F(x ) – 83481, y1 = x1 – 503483, y2 = 
x2 – 33931. При f  (y) = 0, y2 = – (a1 /  a2) y1 = 
a12 y1, a12 – коэффициент замещения y1    y2 
в различных экономико-географических об-
стоятельствах разный. Уравнения (9) во всех 
регионах однотипны. Они представляют пу-
чок линий разной ориентации и различаются 
лишь положением центра пучка на многооб-
разии F(x0   ) (позицией B, рис. 2).

Аналогичные показатели [F(x0  ), x01, x02] 
для соседнего Красноярского края равны  
[143077, 650241, 46183] (R2 = 0,92).

Рис. 3. Изменение величины функции организации F*(a) во времени (годы) по регионам: 
1 – Алтайский край, 2 – Свердловская область, 3 – Иркутская область.

Черкашин А.К., Мядзелец А.в. 

(9)

)()()( zzu →→→

Различие нормы индикативных функций
∆F(x0   ) = 143077 – 83481 = 59596 млн руб. 
определяют направление (директрису) эко-
номико-географической территориальной 
изменчивости. Добавление данных по Ал-
тайскому краю [63361, 239718, 105133] (R2 

= 0,92) позволяет рассчитать линейное урав-
нение пространственной директрисы, отра-
жающей региональную гетерархию: F(x0   ) = 
a01 x01 + a02 x02 + F*(a

0
) = 0,328x01 + 0,933x02 

+ 113415. В рассматриваемой территориаль-
ной системе пространственный градиент a0 

= { a01, a02 } смещения экономико-географи-
ческих условий по промышленному произ-
водству (0,328) ниже, чем по сельскому хо-
зяйству (0,933).

Подобным образом для каждого региона 
по всему временному ряду связи данных на-
ходим линейную зависимость F*(a) = – a1 x01 
– a2 x02 + F(x0   ) с определением региональ-
ных норм x01, x02, F(x0   ) с R2 = 0,8 (рис. 4). Для 
регионов Сибирского ФО по данным 1999–
2018 гг. они представлены в таблице 1. Гра-
фически зависимости F(x0   ) отражают ди-
ректрисы территориальной и временной из-
менчивости ЭГС по ФО (рис. 5), а в сетевой 
гетерархии – соседство регионов [7, с. 79]. 

Далее, для группы регионов каждого  
ФО по данным таблиц вида 1 создается  
таблица 2 коэффициентов зависимости  
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F(x0   ) = a01 x01 + a02 x02 + F*(a0   ) – уравнение 
директрисы по разным ФО, и исследуется 
вопрос, какие территориально близкие реги-
оны можно исключить или добавить, чтобы 
повысить коэффициент детерминации R2. 
По сути решается задача статистического 
районирования по признакам условий F(x0   ) 
билинейной связи F(x ) рассматриваемых 
индиката F и индикаторов x = { xi }. Для ре-
гионов одного ФО при его формировании  
в соответствии с текущими условиями ЭГС 
связь индикторов и индиката должна быть 
линейна с коэффициентом детерминации R2 
> 0,5. Высокой неоднородностью ЭГС реги-
онов (малыми значениями R2) обладают Юж-
ный (R2 = 0,04) и Дальневосточный ФО (R2 = 

Таблица 1. Нормы внутренних инвестиций F(x0   ) и объемов производства в промышленности x01  

и сельском хозяйстве x02 (млн руб.) по регионам Сибирского ФО
Регион F(x0   ) x01 x02 

Республика Алтай 18888 2706 7017
Республика Бурятия 6018 66125 14491
Республика Тыва 6500 5595 4847
Республика Хакасия 2424 102441 9113
Алтайский край -2843 161807 60271
Забайкальский край -18885 -18091 202
Красноярский край 143077 650241 46184
Иркутская область 83481 503483 33931
Кемеровская область 182660 736353 33821
Новосибирская область 157477 338877 54358
Омская область 90855 467355 65328
Томская область 83195 248715 19201

Рис. 4. Изменение норм ВВИ  F (x
0
) (млн руб.) по регионам разных ФО России.

0,28). В первом округе по рассматриваемым 
показателям выделяется Краснодарский 
край, а во втором – Республика Саха (Яку-
тия). В Северо-Западном ФО «выскакивают» 
Вологодская и Калининградская области,  
в Уральском ФО – Ямало-Ненецкий АО. Эти 
регионы исключаются из дальнейшего рас-
смотрения для повышения достоверности 
исследуемой многоуровневой линейной свя-
зи показателей (см. табл. 2).

На основе расчета соотношения акселе-
рации инвестиций a021 = a02 / a01 как показате-
ля приоритетов факторов роста инвестиций 
в виде нормы замещения объемов произ-
водств в координатах зависимости F*(a0   ) от 
a021 (см. табл. 2) выделяются три группы ФО: 
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Таблица 2. Коэффициенты линейной связи норм внутренних инвестиций
и объемов производства (млн руб.) по федеральным округам России

Федеральный округ F*(a
0
) a01 a02 R2 

1. Центральный -6435 0,236 0,630 0,997
2. Северо-Западный -15536 0,392 0,122 0,926
3. Южный -28329 0,067 1,549 0,942
4. Северо-Кавказский 2143 0,515 1,261 0,724
5. Приволжский -6368 0,167 0,600 0,862
6. Уральский 57613 0,199 0,516 0,871
7. Сибирский -1195 0,239 -0,045 0,794
8. Дальневосточный 3732 0,540 2,021 0,809

1) Южный с явным приоритетом a021 = 23,1 

сельского хозяйства и низкими показателями 
потенциала территориальной организации 
F*(a0   ) = – 28329 млн руб.; 2) Уральский  
с приоритетом промышленного производ-
ства a021 = 2,59 и высокой организацией эко-
номики и инвестиционного процесса F*(a0   ) 
= 57613 млн руб.; 3) остальные округа, со-
ставляющие ядро экономического развития 
страны со средними значениями норм F*(a0   ) 
= – 3943, a021 = 2,09, что соответствует по-
зиции С (рис. 2).

В иерархии регионов (без Ямало-Ненец-
кого АО и Краснодарского края) (данные та-
блиц вида 1) по всем ФО выделяется обще-
российская директриса, соответствующая 

Рис. 5. Директрисы территориальной изменчивости характеристик ЭГС 
по Сибирскому ФО (1) и Дальневосточному ФО (2). 

Точки соответствуют проекции зависимости F(x0   ) на координатную плоскость [F(x0   ), x0],  
линии – направлениям директрис F(x0   ) = a01 x01 + F*(a0   ) (линии BC, рис. 2)

линейному уравнению F(x0   ) = 0,230 x01 + 
0,364x02 – 567, R2 = 0,934.

Посредством выявления значений F(x0   )  

на региональном, окружном и федеральном 
уровнях появляется возможность понять, как 
выглядит поверхность многообразия ЭГС 
с позиций связи внутренних инвестиций  
и объемов производства (рис. 6). Точки, ле-
жащие на одной поверхности многообразия, 
образуют простую линейную гетерархиче-
скую сеть экономики страны по связи этих 
показателей.

Выводы. Вертикальные иерархические  
и горизонтальные гетерархические струк-
туры и организации в природе и обществе 
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моделируются как упорядоченные последо-
вательности элементов, связь показателей со-
стояния которых послойно описывается урав-
нениями системных F(x ) и организационных
F*(a ) функций отклонения показателей 

системы от показателей состояния среды  
y = x–x

0
, f(y) = F(x ) – F(x0   ). Наибольшие зна-

чения показателей организации потока инве-
стиций в производство F*(a ) достигаются  
в межкризисные периоды. Задача модели-
рования иерархий и гетерархий формулиру-
ется в понятиях дифференциации функций 
экономической реальности на точках много- 
образия природно-хозяйственной ЭГС F(x0   ). 
Различие функций системы и среды f(y) = 
F(x ) – F(x0   ) воспроизводится на разных 
уровнях организации универсальным не-
линейным (билинейным) уравнением f(y) = 
a · y, описывающим архетипические связи 
(пучка линий) показателей смежных уров-
ней. Математически иерархия отображается 
в суперпозиции билинейных функций. 

На примере анализа зависимости величи-
ны ежегодных валовых внутренних инвести-
ций от величины объемов промышленного и 
сельскохозяйственного производства реги-
онов по данным государственного комитета 
статистики РФ, выявлена структура иерар-

хии характеристик ЭГС России в виде норм 
внутренних инвестиций и объемов произ-
водства и построена картограмма дифферен-
циации этих норм по федеральным округам 
страны.

Чистые внутренние инвестиции f(y) 
= F(x ) – F(x0   ) = a · y увеличивают запа-
сы капитала предприятий и их производ-
ственные возможности, статистически 
рассчитываются по зависимости F(x )  

с учетом амортизационных отчислений 
и особенностей природно-хозяйственной 
среды региона F(x0   ). Эти значения харак-
теризуют устойчивые нормы производ-
ства x

0
 и инвестирования F

0
. В гетерархи-

ческой организации ЭГС экономики РФ 
выделяется общероссийская директриса, 
линейно упорядочивающая ЭГС реги-
онального, окружного и федерального 
уровней. Выявляются сходства и разли-
чия экономико-географических ситуаций, 
проблемы экономического районирования 
регионов по показателям исследуемой за-
висимости. Предлагаемая многоуровневая 
модель позволяет ставить и решать раз-
личные задачи региональной экономики  
с учетом иерархических особенностей 
ЭГС территорий исследования.

Рис. 6. Изолинии поверхности многообразия условий ЭГС России F(x0   ) (в млн руб.) 
и положение на ней ФО: 

1 – Центральный, 2 – Северо-Западный, 3 – Южный, 4 – Северо-Кавказский, 5 – Приволжский, 6 – Уральский, 
7 – Сибирский, 8 – Дальневосточный.
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The paper considers the structure of territorial economic-geographical system of Russian regions  
in the vertical (hierarchy) and horizontal (heterarchy) aspects using methods of mathematical modeling 
of a multilevel indicative function. It connects indicators of socio-economic development of regions 
and takes into account characteristics of the economic-geographical environment and regional spatial 
hierarchy. For the model calculations, we use data of dependence of the annual regional domestic in-
vestment on the volume of industrial and agricultural production from 1999 to 2018. The calculated 
values of investment acceleration indicators vary in time and between regions. They reflect the variabil-
ity of the economic-geographical environment at the different hierarchical levels. A logical chain of re-
gression equations statistically describes the vertical hierarchy of the Russian economic system. Linear 
regional trends form groups, or congruencies, with similar norms of the socio-economic environment 
at the federal okrug level. The congruencies shape the all-Russian directive surface, or directress, and 
demonstrate diversity of the levels and directions of region development. Described in terms of the 
relationship between domestic investment and production volumes, the structure reflects the hierarchy 
of the Russian economic system at the regional, okrug and state levels and forms spatial heterarchical 
network of similarity of economic growth potentials.

Key words: hierarchical structure, heterarchy, territorial system, region, investment process, economic-
geographical environment, mathematical modeling
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